
 

เรขาคณิตวิเคราะห 
โพรเจกชัน 1.  

 1.  โพรเจกชันของจุด P บนเสนตรง   คือ  จุดตัดของเสนตรง กับเสนตรงท่ีลากจากจดุ P  l l
P มาต้ังฉากกับ  l  

   เปนโพรเจกชันของจุด P บนเสนตรง  P′ ll

P′
 

  
 2.  โพรเจกชันของจุด (x , y)  บนแกน  X  คือ  (x , 0) 

     โพรเจกชันของจุด (x , y)  บนแกน  Y  คือ  (0 , y) 

 3.  โพรเจกชันของจุด (a , b)  บนเสนตรง  y  =  x  คือ   ( )2
ba , 2

ba ++

 

จุดบนระนาบ 2.  
 ให  P(x1 , y1) , Q(x2 , y2) และ R(x3 , y3)  

ระยะระหวางจุดสองจุด  

    PQ     =    2
21

2
21 )y(y)x(x −+−  

จุดก่ึงกลางระหวางจุดสองจุด  

 จุดกึ่งกลางของสวนของเสนตรง AB  คือ  ⎟
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จุดตัดกันของเสนมัธยฐานของรูปสามเหล่ียม  เรียกวา  จุดจวบ  

จุดจวบของรูปสามเหล่ียม PQR  คือ   ⎟
⎠
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การหาพ้ืนที่ของรูปหลายเหลีย่ม 3.  
 ให (x1 , y1) , (x2 , y2) , … , (xn , yn)  เปนจดุยอดของรูป n เหล่ียม 
          x1  y1 
          x2  y2 

 พื้นที่รูป n เหล่ียม        =             2
1

          xn  yn 
          x1  y1 

    =            2
1  (ผลบวกของผลคูณทแยงลง) – (ผลบวกของผลคูณทแยงข้ึน) 

ขอควรระวัง 
1)  เร่ิมตนท่ีจดุใด ตองลงทายดวยจดุนั้น 
2)  ตองเรียงจดุในทิศทวนเข็มนาฬิกา หรือตามเข็มนาฬกิาเพียงทิศทางเดียว   



 

ความชัน 4.  
  ให P(x1 , y1) และ Q(x2 , y2)  โดยท่ี  x1 ≠ x2 
  m  เปนความชันของเสนตรง PQ 

   m    =    
21
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    =    tanθ 

เม่ือ θ เปนมุมเอียงของเสนตรง วัด θ จากแกน x ดานบวกในทิศทวนเข็มนาฬิกา ถึงเสนตรงท่ีกําหนด 

0°< θ < 180°  
พิจารณาเสนตรงตามลักษณะของความชนั  

 1.  เสนตรงขนานแกน X ความชันเปนศูนย 
 2.  เสนตรงขนานแกน Y ความชันหาคาไมได 
 3.  เสนตรงเอียงทํามุมแหลมกับแกน X ความชันเปนบวก 
 4.  เสนตรงเอียงทํามุมปานกบัแกน X ความชันเปนลบ 

ขอควรจํา  
 1)  เสนตรงเสนเดียวกนั ความชันยอมเทากนั 
 2)  เสนตรงสองเสน(ไมขนานแกน Y)จะขนานกัน  ก็ตอเม่ือเสนตรงท้ังสองมีความชันเทากัน 
 3)  เสนตรงสองเสน(ไมขนานแกน Y)จะต้ังฉากกัน ก็ตอเม่ือผลคูณของความชันของเสนตรงท้ังสองเปน -1 
 

สมการเสนตรง 5.  
 

เงื่อนไขของเสนตรง รูปสมการ 
1.  ขนานแกน X  ตัดแกน Y ท่ีจุด (0 , b) y  =  b 

2.  ขนานแกน Y  ตัดแกน X ท่ีจุด (a , 0) x  =  a 

3.  ความชัน m  ผานจุด (x1 , y1) y – y1  =  m(x – x1) 

4.  ความชัน m  ระยะตัดแกน Y เปน c y  =  mx + c 

5.  b
y

a
x
+   =  1 

 
ระยะตัดแกน X เปน a  ระยะตัดแกน Y เปน b 

 

  เสนตรงมีสมการรูปท่ัวไปเปน  Ax + By + C  =  0  เม่ือ  A , B , C  เปนคาคงตัว   

โดยท่ี  A และ B  ไมเปนศูนยพรอมกัน เสนตรงนี้มีความชันเปน  –  B
A

 
 
 
 



 

ระยะหางระหวางเสนตรงกับจุด 6.  
  ให d  เปนระยะทางจากจุด P(x1 , y1)  ไปยังเสนตรง  Ax + By + C  =  0 

      d =  
22
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BA

CByAx
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++  P(x1 , y1) 

d Ax+By+C  =  0  
 

ระยะหางระหวางเสนคูขนาน 7.  
  กําหนด  และ  เปนเสนตรงท่ีขนานกัน  2 เสน 1l 2l

    :  Ax + By + C1  =  0  1l

และ   :  Ax + By + C2  =  0 2l

ให d เปนระยะหางระหวางเสนคูขนาน  กับ     1l 2l

 

       d = 22
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CC
+

−
 

d 2l  
Ax+By+C2  =  0 

1
 l

Ax+By+C1  =  0 

 

มุมที่เกิดจากเสนตรง 2 เสนตัดกัน 8.  
     กําหนดใหเสนตรง  และ  มีความชันเปน m1 และ m2 ตามลําดับ 2l  

1l 2l

     θ  เปนมุมท่ีเกดิจากเสนตรง   ตัดกับ  โดยวดัจาก  ไป  1l 2l 1l 2l

     ในทิศทวนเข็มนาฬิกา θ 

     tanθ = 
21
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+
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9.  วงกลม 
 วงกลม  คือ  เซตของจุดทุกจุดซ่ึงอยูหางจากจุดตรึงจดุหน่ึงเปนระยะทางเทากัน  เรียกจุดตรึงวา   
จุดศูนยกลาง  ของวงกลม ระยะทางท่ีเทากัน คือ  รัศมีของวงกลม 
 

สมการวงกลม จุดศูนยกลาง รัศมี 

x2 + y2    =    r2 
(x – h)2 + (y – k)2    =    r2 

x2 + y2 + Dx + Ey + F    =    0 

(0 , 0) 
(h , k) 

( )2
E , 2
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4
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วงกลมกับเสนสัมผัส 
วงกลมสัมผัสแกน X  9.1  

       วงกลมมีจุดศูนยกลางท่ี (h , k) 
       สัมผัสแกน X ท่ี (h , 0) จะมีรัศมียาว  หนวย k
       สมการวงกลม คือ  (x – h)2 + (y – k)2    =    k2 k

O 

Y 

(h , k) 

(h , 0) 
 

X 
 

วงกลมสัมผัสแกน Y   9.2  
       วงกลมมีจุดศูนยกลางท่ี (h , k) 
       สัมผัสแกน Y ท่ี (0 , k) จะมีรัศมียาว  หนวย h h
       

Y 

O 

(h , k) 
(0 , k)  

X สมการวงกลม คือ  (x – h)2 + (y – k)2    =    h2 
 

วงกลมสัมผัสท้ังแกน X และแกน Y  9.3  
       วงกลมมีจุดศูนยกลางท่ี (a , a) 
       สัมผัสแกน X  ท่ีจุด (a , 0) 
       สัมผัสแกน Y  ท่ีจุด (0 , a) จะมีรัศมียาว  หนวย 

a
a

       

Y 

O (a , 0) 

(a , a) 
(0 , a) 

 
สมการวงกลม คือ  (x – a)2 + (y – a)2    =    h2 X 

 
วงกลมสัมผัสเสนตรงท่ีไมขนานแกน X หรือแกน Y  9.4  

วงกลมมีจุดศูนยกลางท่ี (h , k)  
       สัมผัสเสนตรง Ax + By + C  =  0 

       
Ax + By + C  =  0 

(h , k) 

r ความยาวรัศมี (r)    =     22 BA
CBkAh

+

++

 
ความยาวของเสนสัมผสั  9.5  

กําหนดให P(x1 , y1) และ PQ สัมผัสวงกลม (x – h)2 + (y – k)2  =  r2             
            หรือ  x2 + y2 + Dx + Ey + F  =  0 

            PQ     =    222
1 rk)(yh)(x −−+−   หรือ 

            PQ     =    FEyDxyx 11
2
1

2
1 ++++  

P(x1 , y1) 

r 

O  (h , k) 

Q 

 
 
 
 
 



 

พาราโบลา 10.  
 พาราโบลา  คือ  เซตของจุดทุกจุดซ่ึงอยูหางจากจดุตรึงจดุหนึ่ง และเสนตรงคงท่ีเสนหนึ่งเปนระยะทาง
เทากันเสมอ เรียกจุดตรึงวา  จุดโฟกัส และเรียกเสนตรงคงท่ีวา เสนไดเรกตริกซ 
 เสนตรงท่ีลากผานจุดโฟกัส จุดยอด และต้ังฉากกับเสนไดเรกตริกซ เรียกวา  แกนของพาราโบลา  
หรือแกนสมมาตร จุดยอดจะอยูกึง่กลางระหวางจุดโฟกัสกับเสนไดเรกตริกซ 

สมการพาราโบลาซ่ึงมีจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด (0 , 0) Y 

 
 
 
 
 

รูปสมการ  x2  =  4cy   y2  =  4cx 
จุดยอด   (0 , 0)    (0 , 0) 
จุดโฟกัส  (0 , c)    (c , 0) 
สมการเสนไดเรกตริกซ y  =  -c    x  =  -c 
แกนของพาราโบลา แกน y    แกน X 
c > 0   รูปหงาย    ตะแคงขวา (เปดขวา) 
c < 0   รูปคว่ํา    ตะแคงซาย (เปดซาย) 

 

สมการพาราโบลาซ่ึงมีจุดยอดอยูท่ี  (h , k) 
 
 
 
 
 
 

รูปสมการ  (x – h)2  =  4c(y – k)   (y – k)2  =  4c(x – h) 
จุดยอด   (h , k)     (h , k) 
จุดโฟกัส  (h , k + c)    (h + c , k) 
สมการเสนไดเรกตริกซ y  =  k – c     x  =  h – c 
แกนของพาราโบลา x  =  h     y  =  k 
c > 0   รูปหงาย     ตะแคงขวา (เปดขวา) 
c < 0   รูปคว่ํา     ตะแคงซาย (เปดซาย) 

O 

P(x , y) 

F(c , 0) X 

x  =  – c 

F(0 , c) 

P(x , y) 

Y 

O X 
y = -c 

Y 

O X 

X′  (h , k) 

F(h , k+c) 

y  =  k – c 

Y′  Y Y′  

P(x , y) 

X′  F(h , c+k) (h , k) 
X O x  =  h – c 



 

วงรี 11.  
วงรี  คือ  เซตของทุกจุดซ่ึงมีระยะหางจากจุดคงท่ี 2 จดุรวมกันคงท่ีเสมอ  

  
Y 

 B1 P(x , y) 

 
X A2            F2      O                F1        A1  

 B2 

 
2a        PF  PF 21   =+  

จุดคงท่ี  เรียกวา  จุดโฟกัส ของวงรี (จุด F1 , F2)  
จุดก่ึงกลางระหวางจดุโฟกัสท้ังสองเรียกวา  จุดศูนยกลาง  ของวงรี (จุด 0)   
จุดท่ีเสนตรงผานจุดโฟกัสท้ังสองตัดวงรีเรียกวา  จุดยอด  ของวงรี (จุด A1 , A2)  
สวนของเสนตรงท่ีเช่ือมระหวางจุดยอดท้ังสองเรียกวา  แกนเอก  คือเสน A1A2  
สวนของเสนตรงท่ีลากต้ังฉากกับแกนเอกท่ีจุดศูนยกลางตัดกับวงรีเรียกวา  แกนโท  คือเสน B1B2  

สมการวงรีซ่ึงมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนดิ (0 , 0)   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปสมการ     1    
b
yx 22

  
a

      22 =+ 1    
a
y  

b
x 22

Y                                                                                                       Y 

B1(o , b)                                                                                            F1(0 , c) 

      22 =+

 จุดศูนยกลาง  (0 , 0)    (0 , 0) 
 จุดยอด   (± a , 0)    (0 , ± a)  
 จุดโฟกัส  (± c , 0)    (0 , ± c)  
 จุดปลายแกนโท  (0 , ± b)   ( b , 0) ±

 
 
   

B2(o , -b) 

(-a , 0)                                                                    (a , 0)          B2                             B1 
 , 0)           O              (b , 0) 

(a , 0)    A1 

A2

A2      F2(-c , 0)        O                F1(c , 0)       A1                                         (-b

   (0 , -a) 

X                                                                                                   X 

F2(0,-c) 



 

สมการวงรีซ่ึงมีจุดศูนยกลางอยูท่ี (h , k)   
  
 
 
 
 
  
 
 
 

รูปสมการ      1    
b
y  

a
x

      2

2

2

2

=+ 1    
a
y  

b
x

      2

2

2

2

=+

 จุดศูนยกลาง   (h , k)    (h , k) 
 จุดยอด    (h± a , k)   (h , k a)  ±

 จุดโฟกัส   (h± c , k)   (h , k c)  ±

 จุดปลายแกนโท   (h , k± b)   (h b , k)    ±

  ขอควรทราบ 
  1)  ความยาวแกนเอก  A1A2    =     2a
  2)  ความยาวแกนโท   B1B2    =     2b
  3)  จุดศูนยกลาง  จุดยอด  จดุโฟกัส  อยูบนแกนเอก 
  4)  ความสัมพันธระหวาง  a , b , c  จะได    มีคามากท่ีสุด และ  a2    =    b2 + c2 a
  5)  การพิจารณากราฟวงรี จดัสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน แลวดูคาคงตัวท่ีหาร x2 และ y2   
          ถาตัวใดมากแกนเอกจะอยูบนแกนน้ัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Y              Y Y′   
Y′   

X 

X′   

 X  

X′   

O  O  

A1  A2  
(h-a , k)  (h+a , k)  

F1(h+c , k)  F2(h-c , k)  

B2 (h , k-b)  

B1 (h , k+b)  

(h , k)  

A1 (h , k+a)  

A1 (h , k-a)  

B   B 12
(h+b , k)  (h , k)  

F1(h , k+c)  

F2(h , k-c)  

  
(h-b , k)  



 

ไฮเพอรโบลา 12.  
 ไฮเพอรโบลา  คือ  เซตของจุดทุกจุดซ่ึงผลตางระหวางระยะทางจากจุดใดๆ ในเซตน้ีไปยังจดุคงท่ีสองจุด 
มีคาคงตัว Y 

 
 
 
 
 
 

2a        PF    PF 21 =−  
 จุดคงท่ี  เรียกวา  จุดโฟกัส  ของไฮเพอรโบลา (จุด F1 , F2) 
 จุดก่ึงกลางระหวางจดุโฟกัสท้ังสองเรียกวา  จุดศูนยกลาง ของไฮเพอรโบลา (จุด 0) 
 จุดท่ีเสนตรงผานจุดโฟกัสท้ังสองตัดไฮเพอรโบลาเรียกวา  จุดยอด  ของไฮเพอรโบลา (จุด A1 , A2) 
 สวนของเสนตรงท่ีเช่ือมระหวางจุดยอดท้ังสองเรียกวา  แกนตามขวาง  คือ เสนA1A2 

สวนของเสนตรง B1B2  เรียกวา  แกนสังยุค  ซ่ึงกราฟไมตัดแกนนี ้
 

  สมการไฮเพอรโบลาซ่ึงมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด (0 , 0) 
 
 
 
 
 
 
 

รูปสมการ       1        
b

y
  -  

a

x
2

2

2

2

= 1        
b

x
    

a

y
2

2

2

2

=−

 จุดศูนยกลาง   (0 , 0)    (0 , 0) 
 จุดยอด    (± a , 0)    (0 , ± a)  
 จุดโฟกัส   (± c , 0)    (0 , ± c)  
 จุดปลายแกนสังยุค  (0 ,± b)    (± b , 0)    
  
 
 

X 

P(x , y) 

O 
A1 

F2 F1 
A2 

B1 

B2 

O 

Y 

X 
(a , 0) 

A1 
F1(c,0) F2(-c,0) 

A2 

B1(0,b) 
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สมการไฮเพอรโบลาซ่ึงมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด (h , k)   

 
 
 
 
 
 
 
 

Y              Y 

X              X O               O 

(h , k) 
(h , k) A1  (h+a , k) 

F1  (h+c , k) 
A2 
(h-a , k) F2  (h-c , k) 

F1  (h , k-c) 

F1  (h , k+c) 

A1  (h , k+a) 

A2  (h , k-a) 

รูปสมการ       1        
b

)k-(y
  -  

a

 h)-(x 
2

2

2

2

= 1        
b

)h-(x
    

a

 k)-(y 
2

2

2

2

=−

จุดศูนยกลาง   (h , k)     (h , k)  
จุดยอด    (h± a , k)    (h , k a)   ±

จุดโฟกัส   (h± c , k)    (h , k c)   ±

จุดปลายแกนโท   (h , k± b)    (h± b , k)  
    

ขอควรทราบ   
  1)  ความยาวแกนตามขวาง  A1A2    =     2a
  2)  ความยาวแกนสังยุค   B1B2    =     2b
  3)  จุดศูนยกลาง  จุดยอด  จดุโฟกัส  อยูบนแกนตามขวาง 
  4)  ความสัมพันธระหวาง  a , b , c  จะได    มีคามากท่ีสุด ไมสามารถบอกไดวา  หรือ  
        คาใดมากกวากัน และ  c2    =    a2 + b2 

c a b

  5)  การพิจารณากราฟไฮเพอรโบลา จัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน แลวดูเคร่ืองหมายหนา x2  
        และ y2  ถาตัวใดเปนบวก แกนตามขวางจะอยูบนแกนน้ัน 
 

ไฮเพอรโบลามุมฉาก  คือ  ไฮเพอรโบลาท่ีมีความยาวแกนตามขวางเทากับความยาวแกนสังยุค   
( 2a   =  2b ) 

สมการอยูในรูป        หรือ  x2 – y2    =    a2 1    
a
y  

a
x

      2

2

2

2

=− 

 ไฮเพอรโบลามุมฉากในรูป  xy  =  k 
  xy    =    k        เม่ือ        k  >  0   xy    =    k        เม่ือ        k  <  0 
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  จุดยอด    (  , )    จุดยอด    (   , ) k k k k−

      และ    (  , )          และ    (  , )    k− k− k− k
           จุดโฟกัส    (  , )             จุดโฟกัส    (  , - ) 2k 2k k2 k2

      และ    (  , )          และ     (  , )    2k− 2k− k2− k2

 
 
 


